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混合べ一タ分布のテスト得点分布への当てはめ

前川　眞一＊

要　　約

本研究においては，テストの得点分布を連続量であると見なし，それにベータ分布の混合

を当てはめる方法について考察した、また，有限混合分布一般の当てはめに用いられるEM

アルゴリズムに関して概説し，数値計算における初期値の選択法に関して提案を行った、

亘　はじめに

　テスト得点の分布は，基本的には離散分布であ

る．したがって，任意のP，0≦P≦1に対して，

パーセンタイルが一意に定まるとは限らない、こ

のことは，要約統計量としてパーセンタイルを求

める際にはあまり問題にはならないが，等百分位

法を用いたテストの等化に際しては問題である、

よく知られているように，分布関数Fを持つテス

ト1の得点X1を，分布関数0を持つテスト2の

得点X2に等化する場合，等化された得点X2，1は

　　　　　ユ　X2．1＝（7　（F（X1））

という形になる．したがって，元来離散分布であ

るテスト2の得点分布から，この分布関数の逆関

数を如何に定めるかによって，等化の結果が異なっ

てくるからである、

　通常，この問題は，得点分布を何らかの方法で

平滑化することによって対処されている場合が多

い．得点分布の等化の方法としては，単純に，度数

分布の移動平均を取る方法や，核関数を用いる方

法，直接的に分布関数を平滑化する方法等，様々な

ものが考えられるが，その詳細は，例えばBraun，

et．al，1982やKolen＆Breman，1995にゆずる。

　他方，離散分布に，パラメトリックな連続分布

を当てはめることにより，この問題を解決するこ

とも出来る．例えば，、’最も単純な場合，各分布に

正規分布を当てはめれば，上記の等百分位法はい

わゆる線形等化法に帰着する、ただ，観測される

テスト得点の分布は，明らかに定義域が0点と満

点の間に限定されているし，また，形状的にも正

規分布とは見なせないものも多く，同じパラメト

リックな分布でも，より豊かな表現力を持つもの

を用いた方が望ましい場合が多い．

　本稿では，このような視点から，テスト得点の

分布に混合ベータ分布を当てはめることを試みる。

ベータ分布を選択した理由としては，テスト得点

の取る範囲が0点から満点までの間に限定されて

いること，ならびに，その形状がかなり複雑にな

る場合が多いこと，また，有限な定義域を持つ分

布の中では，ベータ分布が豊かな表現力を持つこ

と等が挙げられる、

　次節では，まず，有限混合分布一般に利用可能

なパラメタの推定法に関して概説し，その後ベー

タ分布に特化した部分について述べる．また，初

期値の選択方法に関しても説明を加える．そして，

最後に，試験得点のデータに本方法を適用した例

を示す．
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露　有限混合分布の当てはめ

　　　　　　ワ
勘1竃，ρ）一Σ聴1ξん）ρκ

　　　　　　κコ1

（5）

2、且記　　法

　有限混合分布（鋤ite　mixture　distributiORS）に

関しては，Everitt（1981），McLachlan＆Bas｛ord

（1988）やTitteringtonetaL（1985）等に詳しい

が，本稿では以下のような記法を用いる．

　1，データ

　　素データは，一般的には，総観測値数をNと

　　して，

鈎ラ乞＝1ラ2ラ．．．ラノVラ （1）

という形で表現される．しかし，後の説明の

利便性を考え，これをm個のカテゴリの度数

の形で要約した度数分布，

　　　　　　　　　　　　　ル（錫，c乞），乞一1，2，…，腕，andΣc乞一N

　　　　　　　　　　　　　乞＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

ただし，錫は観測された第乞番目のカテゴリ

の値，qはその度数，を考える、すると，カ

テゴリの値に重複を許し，素データの全ての

値をもって各カテゴリを定義すれば，素デー

タの形は

c乞＝1，乞＝1，2，．．．りNり （3）

　と置いた場合の度数分布形式の特殊形となる、

2。密度関数と分布関数

　成分数がg個の混合分布の密度関数は以下の

　ように表現することが出来る．

　　　　　　　　ワ
　　∫（釧冨，ρ）一Σ∫κ（釧ξκ）ρκ，

　　　　　　　κ＝1
　　ワ
　　Σρκ一1，　　　　　（4）
　　κ＝1

　ただし，∫κ（釧ξん），ん＝1，2，＿，gは，混合さ

　れるべき密度関数で，それぞれのパラメタを

　織，ん＝1，2，＿，9とし，それらをまとめて麗

　と書く、また，隔，ん＝1，2，＿，9は各成分の

　混合比率であり，これもパラメタとなる．同

　様に，分布関数は，各成分の分布関数を瓦と

　すれば，

で与えられる．なお，通常は九として同一
分布族∫κ（矧ξκ）＝六離蓉臨），ん＝1，2，＿，gを

考えることが多い．

　なお，混合分布の平均と分散は，各成分の

平均と分散を幽，頃とすれば，

　　　　　ワ
ε（x）一Σρ顧　　　　（6）

　　　　㌣

剛x）一Σρん（σ1＋μ1）一（ε（x））2

　　　　κ＝9
　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　となる、

3。尤度

　データ（鋤，6乞）り乞＝＝1，2，。

　時のパラメタの尤度は

．．，鵬が与えられた

　　ル
9－H∫（錫1躍，ρ）q

　　ピニユ

ー愈（婁幅1織）級）砺

である．

2．2　最尤法によるパラメタの推定

（8）

（9）

　上記の尤度Zを最大とするようなパラメタおよ

び混合比率の値が最尤解となるが，混合分布のパラ

メタの推定の場合，EMアルゴリズム（Dempster，

et。a丑．，1977）を用いた解法が一般的である．なお，

EMアルゴリズムではEステップで対数完全デー

タ尤度の欠測値に関する期待値を取り，Mステッ

プにおいてその期待対数完全データ尤度を最大に

するようなパラメタの値を求める，という過程を

繰り返していくことにより，Zの最大化を図るこ

とになる、

　L欠測データ
　　欠測データとして，各観測値の第k番目の成

　　分への所属の有無を表すインディケイタ

鈎＝｛婦り乞＝1り2り＿ラm，ん＝1ラ2り。。。，9

　　　　　　　　　　　　　　（10）
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　　　　　　0　観測値乞は

　　　　　　　　　第ん成分には属さない、
　　之繭＝　　　　　　1　観測値乞は　　　　　　　う

　　　　　　　　第焉成分に属する．

　　　　　ワ
　　　　Σ鰯一1，乞一1，2，…，鵬　（11）

　　　　κ＝1

　を考える．

2．完全データ

　完全データは

（鋤，禰，乞＝1，2，＿，隅　　　　（12）

であり，その（同時）密度関数は

　　　　　　　　　ワ
∫（錫，之輝，ρ）一∬（五（矧ξκ）ρκ）鰯

　　　　　　　　κ＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

である．従って，完全データ尤度は

L一蜘（齢）の砺・（・4）

その対数（対数完全データ尤度）は

　肋L
一叡か嫉蟻）＋噛））

　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

一婁（業紳綱臨））

　　＋薯（（業㈱験）　（・6）

　となる．

3．欠測データの条件付き分布

　為の錫を与えたときの条件付き密度関数は

　　　　　　　　　　ワ
　　旭隣，冨，ρ）一H（㈱観　（17）

　　　　　　　　　ん＝1

　ただし，

　　　　　　∫ん（矧ξん）ρκ

　　煽一　　　　　　　　　（18）　　　　Σ1一、（ゐ（矧ξゴ）ρゴ）

　である．従って，鰯の条件付き期待値は娠

31

　となる．

4．対数完全データ尤度の期待値

　譲3乞を与えたときの鞠の条件付き分布に関す

　る対数完全データ尤度の期待値は

一婁（業軸綱織））

　　　　　　＋婁（業一）（19）

　となる。

5．EMアルゴリズム

　従って，混合分布のパラメタの最尤解を求める

　ためのEMアルゴリズムは以下のようになる、

（a）Estep

　　現在のパラメタの値を躍o，ρoとして，

　　　礁＝娠（置o，ρo）

　　　　　　　∫ん（矧ξ2）ρ晃
　　　　＝　　　　　　　　　　（20）
　　　　　Σ1－1（ゐ（矧ξ1）ρ9）

　　を計算する．

　　その値を用いて

　　　ε伽ゐ（璽，ρ）

　　　一薯（き嫉團織））

　　　　＋薯（（業蜘）（・・）

　　を計算する．

（b）M　step

　　置o，ρo，従って礁を既知としてε伽L（置，ρ）

　　を最大とするようなパラメタ竃，ρの値を

　　求め，それらを次回の躍o，ρoとする、

　なお，ε伽L（翼，ρ）の形から，混合比率と各

成分のパラメタは独立に取り扱うことが可能

であり，混合比率に関しては，

　　　　Σ雛、ε蹴
　ρん＝　　　　　　　　　　　　　　，焉＝1ラ2り。．。り9

　　　Σ1－1Σ梁1c乞鳩

　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

がε伽L（冨，ρ）を最大にすることは明かであ

る．また，ε厩L（置，ρ）を最大にする置に関

しては，各成分のパラメタ織が互いに無関
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係の場合には，各成分ごとに，密度関数汽を

持つデータが

（裂蓼乞，c乞礁），乞一1，2，．．．，m （23）

という形の度数分布形式のデータとして与

えられたときの最尤解として求めることがで

きる．

例えば，正規分布の混合の場合には，各成分の

ノ潟ラメタをξκ＝｛μん，Σ倉，ん＝！，2，＿．，9と

すれば，

　　　　　　　　ル　　　　　！μκ＝Σ裂、c乞嘉幽　（24）

　　　　　　　　ル　　　　　1Σκ＝Σ裂1c乞ん塔蝋薙一鰍

　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

となるが，これはDay（1969）が示したもの

に他ならない．

2．3　最尤解のための初期値

　上記の最尤解を用いてパラメタ翼とρを推定

するためにはその初期値が必要となるが，なるべ

く最尤解に近いものを用いることが望ましい．こ

こでは，データとして与えられる相対累積度数分

布を，パラメタが既知の分布の分布関数の重み付

き和で近似することにより初期値を求める方法に

ついて考察する．（前川，1999bを参照のこと。）な

お，以下の方法において，密度関数の代わりに分

布関数を用いた理由は，範囲が定まっている分布

関数の方が数値的に安定していると思われるため

である、相対度数分布と密度関数を用いても同様

の方法が利用できるはずである．また，以下の議

論では，同一分布族からの混合を仮定するが，そ

うでない場合も同様に取り扱うことが出来る、

　いま，パラメタ織が2個の成分織＝（磁，6κ）

（例えば，正規分布の場合は平均と分散，ベータ分

布の場合はαとβ）で構成されているとして，

　α，，6，，7＝1，2，．．．，Rを初期値として用いるパ

ラメタの値の候補であるとする、例えば，ベー

タ分布の場合，αと6の値としてLOO1，3，

5，7，9，11の6個の値を用いれば，その全て

の組み合わせとしてξ1＝（α1＝LOO！，61＝LOOl），

ξ1＝（α2＝LOO！，62＝3）等のR＝36の候補が存

在する．

　これらの分布関数を

鋼ゐ（訓ξ誇）吻・　（26）

それをデータとして与えられている点錫，乞＝1，2，

＿，m，で評価したものを君（錫）とする、また，

データとして与えられる相対累積度数分布を

　　　　　ゼ
砲乞）一Σ砺，乞一1，2，…，鵬　　（27）

　　　　ゴ＝1

とする、本節で述べる初期値を求める方法は，

　　　　　お
o（鋤）一Σ撫葱）βT＋ε乞，乞一1，2，…，隅

　　　　7＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

という回帰分析モデル（相対累積度数分布が基準

変数，混合成分の候補として与えられる分布関数

が説明変数群）を考え，この残差の2乗和を最小

とするような9個の説明変数群を選択するという

ものである．そのためには回帰分析における変数

選択の技法を用いればよいが，目的が最尤解の算

出のための初期値の導出であるため，完全に最小

のRSSを与えるサブセットを求める必要はない．

ここでは，以下に示すmaxr2法（SAS　hstitute，

hc．，1985，P765）を多変量に拡張したものが適当

であると考える、

　maxr2法には変数増加法（前進選択型）と変数

減少法（後進選択型）の2者が考えられるが，変

数増加法の概略は以下のようなものである．INを

君，乃，．．。，FRという説明変数のうち，現在モデル

に入っているT＜9個の変数のリスト，OUTを

それ以外のR一ヂ個の変数のリストとする．INの

初期値は空であり，OUTの初期値は｛1，2，＿，R｝

である．まず，OUTの中から，RSSを最も減少

させるような変数をひとつ選びINの要素に追加

する．次に，現在のINの要素のそれぞれに関し

て，OUTの要素のひとつと交換することにより

RSSが減少するか否かを調べ，もしも減少するの

であれば，交換する、この手続きを繰り返してい

き，全ての比較を尽くした時点で7＋1の変数群

を決定する．

　この方法で選ばれる変数はINとOUTの交換
の順序に依存するが，all－possible－regressionと比

較して計算回数が格段に少なく，最適解に近いも

のを与えてくれることが知られている、

、



~~~~~~- ~ /71~~~i:(7) f ;~ h 4'~{~･--~,~:/71~~r'¥~) ~i C i~~) 

~+~**':l~~~~D~~ }C ~~ ;~ maxr2 ~~ 

IN is the list of the variables currently included in the regression. 
OUT is the list of the variables currently not included in the regression. 

nextin is the iunction which enter the best variable i_n OUT given IN. 
replacer is the function which swaps the one in IN and the one in OUT. 

q is the total number of variables to be selected. 

free IN; * Iist of variables currently in the model; 
OUT=1:nx; * Iist of variables currently not in the model; 

do i=i to q; 

* find the one which best reduces rss~ 
run nextin( bestidi, Rss, C, OUT, Iocy, eps, 0<>(print-2) ) ; 

print i "Variable" bestidl "entered " Rss 
if bestidi ~= O then do; 
IN=1N I ibestidl ; 

* for each variable already entered, 
find a candidate not entered which replaces it; 

* This is order dependent . ~ 

do j=i to ncol(IN) 

INj=1N ~j] ; 

run replaceR( bestid2, bestR;ss, C, INj , OUT, Iocy, eps, 0<>(print-3) ) ; 

* print i j ~*replace" bestid2 bestrss; 

if bestid2 ~= O & bestid2 ~= INj then do; 

* swap INj and bestid2: take INj out, put bestid2 in; 
if ncol(IN) > o then IN[loc(IN=1Nj)]=bestid2; 
OUT [loc (OUT=bestid2) ~ =1nj ; 

C=sweep(C, Inj I Ibestid2) ; 

Rss=sum(vecdiag (C Clocy , Iocy] ) ) ; 

if print >= 3 then 
print "Variable" INj "replaced by variable" bestid2 Rss; 

end ~ 

end ; 

if print >= 2 then do~ 

print "Best Model Found:" i Rss; 
print IN; 
Vn=shape (varnames [IN] , i) ; 

print Vn ; 

end ; 

rs sal I =rs sall//Rs s ; 

* sort IN for display purpose; 
rank=rank (IN) ; 

dum=1N; dum [rank] =1NC ; 

INall [i , i : ncol (dum) I =dum ; 

end ; 

else goto done; 

end * of q loop; 

done: *; 
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　この方法を混合分布のパラメタの初期値に利用

する場合，混合比率パラメタρの初期値は回帰係

数βとして与えられるが，この方法ではそれが

必ずしも正で，和が1になるとは限らない、した

がって何らかの工夫をする必要がある。ひとつは，

上記のアルゴリズムの中でRSSを評価する際に，

この制約を入れることが考えられる．

　　　　ッ9

防＝Σ、鷹

という条件の下で回帰を行えばよい．

これは，

（29）

より単純に

は，混合比率，すなわち回帰係数は一定という制

約の元に変数選択を行い，最後に制約条件を満た

す混合比率を計算するという方法があるが，今回

はこの方法を用いた、

3　混合ベータ分布の場合

3．1　テスト得点の範囲の変換

　通常のテスト得点は，素点の範囲が区問［隅珈，

矯αzlに限定されている．例えば，100点満点の

テストの場合，［O，100］である．このような形をし

たデータに混合ベータ分布を当てはめるためには，

何らかの形でテスト得点の範囲を区問［0，1］に変

換しなければならない．そのための方法としては，

例えば，以下のような方法がある．

　各テスト得点∬は1の幅を持つ連続区問（∬一

1／2，諮＋1／2）の代表値であると考える。すなわち，

鵬加は区間（m伽一1／2，鵬腕＋1／2）を代表する

値，鵬α劣は区問（鵬α劣一1／2，m礁＋1／2）を代表

する値となる、従って，素点の範囲の長さは

R＝隅α針1／2一（禰η一1／2）一mα鍔一漉η＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

となるため，それを区間（0，1）に入れるためには

穿一（欝一禰η＋1／2）／R （31）

という変換を施せばよい．例えば，4点満点のテ

スト（隅瞬＝0，mα欝＝4）の得点は

x

y

0　　　1　　　2　　　3　　　4

0．！　　0．3　　0．5　　0．7　　0。9

と変換される．（100点満点のテストの場合は末尾

の図表を参照されたい、）また，この逆変換は

欝＝．殉＋煽η一1／2

となる．

3．量　最尤解

（32）

・混合ベータ分布のパラメタは，織＝｛偏，砿，ρ倉，

ん＝1，2，。．．，gであるが，ここに，飾，砿は第ん成

分を成すベータ分布のパラメタである．・

　前節に示したように，EMアルゴリズムを用い

て最尤解を求める場合には，パラメタ問に制約が

なければ，各成分ごとに独立にMステップを行う

ことが出来る、したがって，本節では，度数分布

の形でデータが与えられた場合の（単純な）ベー

タ分布の最尤解を求める方法を示すが，実際の混

合分布の計算では，Mステップにおいて，以下の

α，6を砺，砿に，また，凶，乞＝1，2，＿，mを（23）

式に示すc轟嘉，乞＝1，2，＿，鵬，ん＝1，2，＿，g，に

置き換えて9回繰り返す必要がある．

　1．モデル

錫～Bε（α，b），掘，乞＝1，2，＿，隅（33）

密度関数

　　　　　　　1
∫（紛1α，ゐ）＝
　　　　　　β（α，ゐ）

婦α一1）（1一鍔乞）（わ一1）

ただし，敢α）をガンマ関数として，

　　　　r（α）r（b）
．B（α，ゐ）＝

　　　　r（α＋ゐ）

（34）

　
タ

度
一

尤
デ

Z

（35）

　　　　　　　　　　　ル
（錫，4¢），乞一1，2，…・⑳，Σ4¢一π（36）

　　　　　　　　　　　乞＝1

が与えられたときの対数尤度は

　　　ル
厩一Σ4¢（（α一1）1鋤＋（6－1）ln（1謁）

　　　乞＝1

　　　　　　－1豊B（α，ゐ））　　（37）

3．最尤方程式

　以下の微係数を用いてNewton－Raphson法等
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を用いて解を求める．

1次微分

∂伽L
∂％

一Σ（4乞1賜）一η（ψ（α）一ψ（α＋ゐ））

　乞二1

　　　　　　　　　　　　　　　（38）

∂伽L

死
一Σ（仙（1一錫））一η（姻一ψ（α＋ゐ））

　乞＝1

　　　　　　　　　　　　　　　（39）

　ただし，

　　　　　曲r（α）
　　ψ（α）＝

　　　　　　ぬ

　2次微分
　　謬謡一一η（ψ（α）一ψ（α＋ゐ））

　　編一％（ψ・（b）一ψ（α＋ゐ））

　　嶽一卿ノ（α＋ゐ）

　ただし，

　　　　　4ψ（α）
　　ψノ（α）一

　　　　　　面
4。数値計算

（40）

（41）

（42）

（43）

（44）

　　上記の最尤方程式の解は解析的に求めること

　　が出来ない、したがって，Mステップにおい

　　ても繰り返し計算が必要となる、しかし，EM

　　アルゴリズム全体の収束という観点からは，

　　その繰り返しの回数は少数で十分であること

　　が知られている．

　　ψ関数の計算にはαが大きい場合には

　　Abramowitz＆Stegun（1972）の63ユ8を，

　　αが小さい場合には6．3．5の漸化式を利用す

　　ればよい、また，ψノ関数の計算は上式を微分

　　したものを利用すればよい．

　次節に数値例を示すが，計算に用いたプログラ

ムにおいてはNewton－Rap臨on法とMarquardt

の方法を併用している．また，繰り返し計算を加

速するため，Ramsay（1975）の方法（Mayekawa，

1995を参照）を用いている、なお，計算機プログ

ラム（SAS／亙ML）は著者より入手可能である。

4　試験得点データヘの適用例

　一般に，試験得点は，試験に含まれる項目の正

誤反応に配点と呼ばれる重みを掛け合わせて計算

されるため，その分布は0点から満点までの有限

区問における離散分布となる．従って，受験生の

反応には依存しないシステマティックな欠測の部

分が存在する場合が多い、たとえば，20項目から

なる100点満点のテスト得点の場合，すべての配

点が等しく5点であれば，テスト得点は0，5，10，

＿95，100という値しかとらない、また，配点が

異なる場合でも，最低の配点がたとえば2点であ

れば，1点や99点という得点は存在しない．

　また，経験的に，試験得点の分布は様々な形（平

均点付近で対称，裾が長い，双峰等）をとること

が知られている、以下の例では，試験得点の分布

を代表するようなデータをいくつか選び，それに

本稿で提案したベータ分布の混合を当てはめた例

を示す、

　分布1は，双峰で尖度の小さなものであり，分

布2は，対称性が大きく正規分布に近いものであ

る．また，分布3は，高得点部分に度数が多く，下

方に長く裾を引く分布である．なお，分布3に関

しては，その高得点部分において3点刻みで度数

が多くなっているが，これは，大部分の配点が3

点であることに由来している、

　各分布に3成分のベータ分布を当てはめた例を

本稿の最後に図表として示す．ただし，分布！は，

その計算に用いたコンピュータの出力をすべて掲

載しているが，残りの二つの分布に関しては，デー

タと当てはめられた密度関数のプロットのみを示

してある、また，各分布ごとに，推定されたパラ

メタを表1に，素点と当てはめられた混合ベータ

分布の平均と標準偏差を表2に示した．

　表2とグラフで見る限り，当てはまりは3成分

でかなりよく，平均点の差も1点未満に収まって

いる．特に，分布1に関してはその双峰分布とし

ての特徴がよく表され，また，分布3の高得点部

分では，システマティックな欠測の部分をうまく

補問するような形で混合ベータ分布が当てはめら．

れているのがわかる、なお，単純な形状をしてい

る分布2に関しては，2成分で十分であることが

わかる、
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表1　混合ベータ分布のパラメタの推定値

　分布エ成分1　成分2　成分3
　A　　　　3．ii16　　4．4537　　8．3436

　B　　　　　　1．OO89　　　2．1916　　13．939i

　RHO　　　　O。1307　　　0．6335　　　0．2358

分布2
A
B
RH：O

分布3
A
B
RHO

成分i
2．2650

1。盆467

0、0鴛8

成分i
3．7802

i．0010

0．2553

成分2　成分3
5．7506　　　9．4810

3．7230　11，6927

0．6729　　0，3i53

成分2　成分3
25．0123　　　8．3308

3．6146　　　3．3576

0．2042　　　0．5405

　　　　表2平均、標準偏差

分布1　　　　　平均
　混合ベータ分布　　O、6鴛5

　ioO点満点に換算　6！、7685

　観測値　　　　　　61。263i

分布2
　混合ベータ分布

　⑳0点満点に換算
　観測値

分布3
　混合ベータ分布

　！00点満点に換算

　観測値

5終わりに

平均

0．5574

56．3045

55．8005

平均

0．7655

77。3157

76．8490

標準偏差

0．2086

2i．0742

21．0809

標準偏差

0。i581

15．9752

i5。9647

標準偏差

0．1443

！4．5838

14．5544

　本稿では，テスト得点の分布に混合ベータ分布を

当てはめることを試みた結果，前節に示すように，

混合ベータ分布は，成分の数が3つ程度で十分に

豊かな表現力を持ち，実際のテスト得点の分布に

よく当てはまることを示した．したがって，テス

トの得点分布のパラメトリックな表現が望ましい

場合には，本方法はきわめて有用であると考えら

れる．また，前節に示したような，欠損度数を多く

持つテスト得点の分布を，視覚的に要約するため

にも，有用であると思われる．なお，分布の視覚的

要約という観点からは，パラメトリックとノンパ

ラメトリックの中間的方法として，得点分布に制約

を課した多項分布を当てはめる方法（Mayekawa，

1996）を利用することも考えられるが，その場合

は，多項分布の確率がテスト得点のスプライン関

数として表現出来ることとなる．ただ，この場合，

得られる分布はあくまで多項分布であり，その取

り扱いが，混合分布に比して容易ではない．

　また，本方法とその他の平滑化の方法との比較

に関しては，今後，研究の余地があると思われる．

特に，1Vが小さい場合の頑強性に関しては，興味

深い、

　最後に，実際に等百分位法を行う場合には，混

合ベータ分布の分布関数の逆関数を求める必要が

生じる．このためには，（5）式で与えられる分布

関数を用いて，方程式

．F（9参）一P （45）

を数値的に解くことも考えられるが，分布関数の

線形逆補問を行うので十分であろう．
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Fitting the lviixture of Beta Distributions 

to the Test Score Distributions 

MAYEKAWA Shin-ichi* 

Abstract 

In this paper, a method to fit the finite mixutre of beta distributions using the EM 

algorithm is presented. In addition, a general method to fit a flnite mixture distribution 

using the EM algorithm is reviewed and a method to find a rational initial parameter 

estimates is discussed. 

As an example, the smoothing of the score distributions of the National Center Test 

is presented. 

Key words: finite mixture distributions, beta distributions, EM algorithm, The Na-

tional Center Examinations 
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