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独立に推定されたテスト項目パラメータの共通尺度上での等化法

　　　共通第1次学力試験の選択科目の差異の分析への適用

前川眞一寒

鈴木規夫聯
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付、最適化の方法

旦．はじめに

　同じ能力を測っていると想定されるテスト

が複数個存在し，異なる受験者集団により受

験されている場合，それぞれに含まれる項目

が同一でなければ，そのテスト得点を互いに

そのままの形で直接比較することには無理が

あり，何らかの形で各テストの得点を分析す

る必要がある．例えば，昭和60年度以降の共

通第1次学力試験の数学のテストは，大問1

～璽互は共通で，大問W～V豆の中から受験生が

任意の2問を選択回答するというものであ

り，この場合，その選択のパターンにより3

つの数学のテストが存在することになる．こ

の問題に関して，同じく選択制である理科と

社会について清水（1983）にも述べられてい

るように，各テストの難易度と，そのテスト

を受験した集団の構成員の能力とは互いに関

連しており，あるテストが易しかったのか，

それともそのテストを受験した集団の構成員

の能力が高かったのかを明らかにするために

は，何らかの分析が必要となる、例えば項目

反応理論（ltem　ResponseT盤eory，IRT，ま

たは潜在特性理論とも呼ばれる、詳細は例え

ば，Hamb蓋eton＆Swaminat：han（1985〉等

を参照．）に基づき，テスト項目の難易度の分

析を行うとすれば，項目パラメータの値が与

えられていることが大前提となるが，各テス

トが，異なった受験者集団により受験されて

いる場合には，通常項目パラメータの等化と

いう作業が必要となる．本論文では，そのた

めの幾つかの方法を提起する、

2．項目反応理論による等化

　％個の項目がある同一の能力を測っている

と想定される場合，IRTは能力値θを持つ個

人がその中のある項目ぎに正答する確率が項

目パラメータ，麟＝（傷，姦，6歪）1を用いて，
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　　　　　　　　　　1一窮P（副幻＝耐1＋EXP〔弓．7虜、（θ∋、）〕

　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

と書き表されることを仮定する．ここに動，

あ，6どはそれぞれ項目づの識別力，困難度及び

チャンスレベルと呼ばれる項目パラメータで

あり，θ尺度の原点と単位は任意である．これ

を3パラメータロジスティック項目特性曲線

（ICC）という．今，％個の項目のパラメータ

の値が与えられている場合，その中から任意

の％ゴ個の項目を集めて作られたテストプ，ブ＝

1，2，…，！，をそれぞれ異なる罵人の個人が受

けたとしても，（2．1〉に基づいて推定される各

個人の能力の値は，その精度の違いを除けば

比較可能である．しかし，項目パラメータが

未知の場合，その推定を各テストごとに各個

人の能力の推定と同時に行うとすると，（2，1〉

に含まれるθの原点と単位の不定性により，

各テストごとに独自の尺度が構成され，その

比較のためには各尺度の原点と単位を調整し

て同一の共通尺度に変換する必要が生じる．

即ち，各テストごとに定義される能力の尺度

を携，また，項目プがテストノに含まれる場合，

その尺度上での項目パラメータの値を（砺，

砺，砺〉，づ∈ブ，ノ＝1，2，…，オ，とすると，任意

の2つの尺度海とノとの問には，

　　θ為＝．Aゴ（為）易＋β（島）　　　　（2、2）

欝誰掴一1難i
　ただし，漁燗，βレ（為）はテストノを海に等化する

ための変換の係数

という線形の関係が存在し，この線形変換の

係数及び共通尺度上での項目パラメータの値

を求めることが，膿丁における等化の問題で

ある．この問題はこれまでにいくつかの方法

で解かれてきているが，〔例えばM鍵co

（1977），芝（1978），Haeb雛a（1980，1981），

Li撒，Le廠e，Hastings，＆WardrOP（1981〉，

Stocking＆Lord（1983）等，ま左Hamb亘eton

＆Sw3minath鍛（1985）を参照〕それらは，

主に共通の項目を共有する2つのテストの等

化を取り扱い，（2．3〉又は（2．4）を基にしてテ

スト対間の変換係数を推定することを目的ど

するものである．そして，共通尺度としては，

どちらか一方のテストの尺度，例えばテスト

海があるテストの旧版，テストブが新版である

時には，旧版の尺度が用いられ，等化により

新たに共通尺度を作るということは積極的に

は行われていない．したがって，推定値の間

で（2。3）～（2．5）は正確には成立しないため，

項目づがテストノと海の両方に含まれる場合に

は，テストゐを用いて推定されたものと，テス

トブからの等化によって得られたものの2通

りの項目パラメータの推定値，

　　（臨，鑑，娠〉及び
　　　　ム　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　バ
　　（島ノィ4漁），z4絢δ露十β（鳶〉，の

が存在することになり，どちらか一方の尺度

に強い意昧のある場合（例えば，旧版の推定

値を変更したくない場合）を除けば，変換係

数を推定した後に，改めて共通項目のパラ

メータの値の調整をする必要が生じる．

　また，置個のテストが存在し，それらがテス

トノとテストブー1とが共通項目を持っように並

べられているとするならば，上記の何れかの

方法によりテスト対ごとの変換係数漁ノ（丼），

β籍1），ノ＝2，3，…，オ，が与えられた時に，全て

のテスト独自の尺度は逐次的に，

　　θ、＝．ん（1〉易＋β（ユ）　　　　（2．6〉

　　ただし，ノ＝3，4，…，オ，に関して，

　　　ブ
∠4ゴ（玉）＝臨4己（ε一玉）

　　　1＝2

　　　　　ノ　　　　　n
　βン（玉）＝皿〔β（ト玉）皿A畷制）〕

　　　　1諏2　　　　　隅＝2

という形でθ玉尺度へ変換することが可能であ

る、しかしこの方法に関しては，テストの数
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が多くなった時に誤差が累積していく可能

性，及び最終結果がテストの並べ方に依存す

ることの2つの問題点が指摘されている、

（H：aebara撃　1981）

　以上の共通項目を含むテストを，異なる受

験者に課した場合の等化の方法であるが，同

一受験者が複数のテストを受験する場合に

は，各個人の能力の推定値易μ＝1，2，…，八傷

ブ＝1，2，…，オ多の間のラ

　　臨＝z4ゴ（焉）砺＋β（為）＋誤差　　　　（2．7）

という関係を用いてテストを等化することが

可能である．この点に関しては，野口（1983，

1986）を参照されたい．

　本論文では，共通項目を共有するテストが

複数存在し各項目パラメータが異なる受験者

集団のデータを用いて推定されている場合

に，全ての項目パラメータを同時に共通の尺

度に位置づけるための方法を考察する、

3．方 法

　各テストごとにそのテストの受験者集団の

能力の平均が0，分散が1となるように定義

された易尺度上での項目パラメータの推定値

を，それがデータであるという意昧で，

　　脇＝（砺，あゴ，砺）ノ，

　　づ∈諺ノ＝1，2，…，為　　　　（3．1）

また，％個の項目パラメータの共通尺度θ上で

の値を，

　幽＝（幽，β乞，γぎ）ノ，づ＝1，2，一，％（3．2〉

とする、各テストには，高々賜≦，％個の項目し

か含まれていないため，鵡プは項目♂がテスト

ブに含まれる場合に限って観測されている．

また，勘はそれぞれ罵・人の異なる受験者集団

をもちいて推定されているものとする．そし

て，共通尺度から各尺度への変換，

　　畠＝鶴＋躍，ノ＝1，2，…疹

を考え，それに対応する項目パラメータの変

換を

　　絢＝（醐，βが，γ～ゴ〉ノ，　　　（3．4）

　　ただし，

　　幽ゴ＝幽／∂ブ　　　　　　（3．5）

　　動＝笏＋笏βぎ　　　　　（3．6）

　　物＝γ～　　　　　　　（3．7）

とする．そして，勘を絢の誤差を含んだ観測

値であるとみなし，勘のセットが与えられ

た時，それを最も良く説明する，（3．5〉～（3．7）

という構造を持った陶を推定することを考

える．このように，IRTにおける等化の問題

を，共通尺度から各尺度への変換の係数と共

通尺度上での項目パラメータの値との同時推

定として定義することにより，テスト対ごと

の変換係数を推定していく方法が持つテスト

対の選び方への解の依存性，累積誤差の可能

性，及び共通尺度上での項目パラメータの値

の不定性の問題を無くすことができる．なお

共通尺度の性格としては，例えば全受験者集

団の能力の平均がゼロ，分散が1となるよう

なものとしておく．

　今，モデルとデータとのズレの指標として，

　　　　ピ　　Q為＝Σ鶴ΣZ）魚（勘ゴ，絢〉，　（3．8）
　　　　ブ瓢1　獲ノ

　　ただし，勧はテストブに固有な重み，また

　　Σはテストノに含まれる全ての項目に関
　　距ブ
　　する和を表す，

という形を考える．そして，勘ゴと陶のズレを

表す測度である蹴（勘，絢）としては，そのメ

トリックの取り方により様々なものが考えら

れるが，ここでは以下の4種類を提案する．

まず，一般的なものとして，項目パラメータ

の差の2次形式で定義される，

　　∂1（勘ブ，胸）＝

　　（駕ゼμ乞ブ〉鰍デ玉（κゼμぎゴ），　（3．9）

　　ただし，隅7は任意の正定値重み行列，

及び，ICCの差の2乗和で定義される，
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　　鋸ゴ，幽ゴ）一∫遮○○鋤ゴ（θ）〔P（θ隠ぎゴ）

　　一P（釧絢）〕2汚（θ）ゴθ　　（3．10）

　　ただし，ガ（θ〉はテストノの受験者集団の

　　虜尺度上での能力分布の密度関数を，ま

　　た，鋤ゴ（θ）はθの関数として定義される

　　重みを表す，

の2つの基準を考える．

　P1はM＆rco（1977），芝（1978），及びLinn

eta翌．（1981）の流れを，またD2は磁a鍛cteris－

tic　curvemethodと呼ばれるHaebara（1980，

1981），及びStocking＆Lord（1983〉の流れ

を汲むものであり，両者の違いは，回帰分析

における回帰係数の比較に例えるならば，島

は回帰係数の差異を直接に比較したものであ

り，易は，まず予測値を計算し，その差異を

比較するものであると言えよう．

　本論文の主題は，この2つの方法の比較に

あるが，参考として，次の2つの測度をも取

り上げることにする．

　すなわち，聡Cのログオッズの差の2乗和

で定義される，
　　鋸ゴ，μぎプ）一／遮○○｛L〔P（θ隔プ〉，6ぎゴ〕

　　一L〔P（θ1μ乞プ），γ∂｝2汚（θ）ゴθ　（3．11〉

　　　ただし，

　　L（属夕）＝肋〔（κ一ダ）／（1一π）〕，O＜ダ＜

　　κ＜1

　　したがって，

　　易（鵡ゴ，細）一ん○○〔砺（θ一ω

　　一幽ゴ（θ一β乞ゴ）〕2ガ（θ）4θ

　　＝（砺一動ゴ）2＋（砺みゼα渦プ）2（3．12）

および，パラメータの差の2乗和で定義され

る，

　　D4（鵡ゴ，幽ブ）＝（1／認ゼ1／偽）2

　　＋（δゼβゴゴ／2＋（6ゼγガ）2　（3．13）

　　　　　　　　　ロの2つである．なお，D3の（3．12）への展開は，

各尺度ごとにθの平均がO，分散が1となっ

ていることを用いた．また，∂4は偽の逆数を

取ることにより，刎こ関して線形化すること

をねらったものである．

　上記の4つの基準はそれぞれ最小2乗基準

であり，2乗の項の左側にはデータが，右側

にはモデルの値のみが含まれていることに注

意すると，各砿の最小値を与える賜及び（鶴，

㊨の推定値は，軌のそれぞれに対する偏微分

をゼロと置いた時に得られる連立方程式の解

として与えられることになり，これは，例え

ばガウス・ニュートン法等を用いることによ

り数値的に解くことが可能である．推定すべ

き変数の数は，3パラメータロジスティック

モデルの場合は2辞3㌶一2，2パラメータ

ロジスティックモデルの場合は2升2％一

2である．ここに現れる一2は，共通尺度の

原点と単位の不定性に関する自由度を示して

いる．

　Q2に関しては，その積分を解析的に行うこ

とが難しいため，それを，

　　　　　　　　　　　　D2〆（κむ，μ∂＝Σ卿寡（易）

　　　　　　　　」綴1

　　〔P（θ日鵡ゴ）一P（酬幽ゴ）〕2ガ（の

　　　　　　　　　　　　　　　　（3、，14）

で置き換えることにし，テストノの受験者の

能力の分布が標準正規分布に近いと考えられ

る場合には，θを例えば一4から＋4まで鵬

個の等間隔に区切ったものをθ池し，承のと

しては，その各点における標準正規分布の密

度関数をとることにする．

　実際の軌の最小化は，全ての齢が与えられ

た場合，変換係数（勧，のの推定が各テストご

とに独立に行えること，また，砿が項目iを含

むテスト」に関して，

　　　　　　　（～鳶＝ΣΣwゴD詫（鵡ゴ，幽ゴ）　　　（3。15）

　　　　露1ブ∋ぎ
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　　ただし，Σは項目iを含む全てのテストに
　　　　　ノ∋ど
　　関する和を示す，

と書けることから，全ての変換係数が与えら

れた場合，各項目パラメータの推定が独立に

行えることを利用して，条件付きの最小化を

繰り返す交互最小2乗法（ALS）〔例えば高根

（1980）を参照〕を用いることにする．また

Q2と93に関しては，（3．3）の逆変換，

　　θ＝傷＋乃畠，

　　ただし，畠＝一勧／窮，乃＝1／防

　　　　　　　　　　　　　　　（3．16）

を定義し，

　　P（副細＝P（4汁綱i幻　（3ユ7）

に注意すると，これらに関しての偏微分を

取った方が計算が簡単となる．同様に軌に関

しては，1／幽を推定すると線形となり都合が

よい．

　また，共通尺度θ上での全受験者の能力の

平均と分散はそれぞれ，

　　　　ピ　　　　　　オ
　　θ＝Σ罵・動／Σ罵　　　　（3．18）
　　　ノ司　　　ノ＝i

　　　　オ　　　　　　　　　　　　　オ
　　S2＝ΣノV脇2＋乃2）／Σ罵・一θ2
　　　戸1　　　　　　　ブ＝1

となるため，繰り返し計算の．ステップ中でこ

の値を，0と1とするような基準化を行うこ

とにより，共通尺度を意昧付けることができ

る、

　推定のアルゴリズムをまとめると，以下の

ステップの繰り返しとなる．

（1）（幼，創ブ）又は（動，乃），1＝1，2，一，tの初期

　値，及び重みの値を計算する、

（2）各項目ごとに，（鶴，鋳）又は（の，乃）が全

　て与えられているものとして蟻を最小と

　する（島，βゴ，γ2）を求める、

（3〉各テストごとに，（幽，βぎ，γ5）が全て与え

　られているものとしてQ為を最小とする

　（％，⑳又は（gゴ，7ブ）を求める．

（4〉推定された値を，（3。18〉のθとS2を用い

　て撃

幽　←鵜×S

β乞　←（β乞一θ）／S

％ブ　←勧十鶏θ

∂ブ　←防×S

9∫　　←（（Zゴーθ）／S

乃　←乃／S

卜㌣19）

」＝1，2，…t
　　　　ぐ3．20）

　と基準化する．

（5〉Q商の減り具合を見て，収束を判定する．

（6）収束してなければ（2）へ戻る　各繰り返し

ごとにステップ2と3において，Q為の値は必

ず小さくなるか前回の値と同じ値をとり，Q為

は極小値を持っ関数であるため，このALSの

アルゴリズムは，必ず軌の極小値に収束する

ことが言える．なお全ての方法に関して，膨，

又は卿で表されている重みの値は既知である

ことに注意されたい．砿の各変数に関する偏

微分，及びアルゴリズムの詳細に関しては，

付録を参照されたい、

4．方法の比較

　本節では，第3節に述べた4つの方法によ

り，いくつかのデータを解析し，その結果の

比較を行う．用いたデータセットは昭和60年，

61年及び62年度の共通第1次学力試験の数学・

夏及びHに含まれる項目及び昭和59年度の理

科ξ社会の各教科に含まれる項目の5っであ

る．含まれる項目総数，％，はそれぞれ37，35，

40，140，及び282である、

　数学の場合は，各年度とも大問1から膿に

含まれる項目が共通項目となり，大問W～V互

からの選択のパターンにより全部で3つの数

学のテスト，即ち（1一聾，W，V〉，（1一鰹，

豆V，V夏）及び（1一皿，V，VDが存在する

ことになる、各年度ごとに項目の包含関係を，

図一1～3に示した．
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図遷昭和62年度数学における項目の分配

（各行は大問を，その中の数字は項目（枝問）

の通し番号を示す、また斜線部分は項目がテス

トに含まれていることを示す。）
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（各行1ま科目を，その中の数字は項目（枝問）の通し番号を示す、

項目がテストに含まれていることを示す、）

また斜線部分は
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　理科の場合は，物理，化学，生物，及び地　　表1

学の4科目からの任意の2科目の選択制であ

り，全部で6種類の理科のテストが存在する．

また，社会の場合は倫理・社会，政治・経済，

世界史，日本史，地理A，及び地理Bの6科

目からの2科目選択制であるが，倫理・社会

と政治・経済，及び地理Aと地理Bの組み合

わせは禁止されているため，全部で13のテス

トが存在する．理科及び社会の項目の包含関

係を，図一4と図一5に示す．

　まず，各テストの受験者集団から無作為に

5，000人を選び，その受験者集団における能力

の平均がO，分散が1となるような尺度上で

の項目パラメータの値を推定した．なお，4

つの方法を比較するために，推定においては

2パラメ～タロジスティックモデルを用い，

計算はGETAB〔Baillie（1980）〕というプロ

グラムを用いて行った．その推定値のうち，

昭和60年度の数学に関するものを表1に示す．

　以上のようにして作成された5つのデ～タ

セットを，それぞれ第3節に述べる4つの方

法を用いて解析したが，その際重みとしては，

勧は全て1，1λの阻プは2×2の単位行列，

D2ノの鋤メのは，それを全て1とした．またρ2ノ

のガ（θ）としては，一様分布と標準正規分布の

密度関数の2通りを用いた．（D2〆の易区問数

はm＞20になると解は殆ど同等であることが

判明したため，以下ではm＝50の例を挙げ

る．）したがって，実際には，各データセット

ごとに，5つの等化結果が得られることにな

る、以下の記述においてはそれらを，⑰，亀

u，Q2κ，Q3，及びQと略す．初期値として

は全て鶴＝O，鋳＝1を用い，それぞれの9の

値を，観測された全てのxゼゴの数で割ったもの

の平方根が各繰り返しで，O．00001以上が小さ

くならないことをもって収束の基準とした、

5つのデータセットのうち，表1に対応する昭

和60年度の数学の等化結果を，α，β，鋸，∂，

昭和60年度数学データセット（テストごとに推

定された項目パラメータの値）
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　　　　表慧　昭和60年度数学の等化結果（続）

　　　　　　　　　　　　　なノ
項目＼方法　　鉱　　　趨調　　　　麗縄　　　　　酪

1　　　　　0．ユ017　　　－o．0556　　　－o。oo愛呂　　　　o。iO呂2
2　　　　　－O．Oユ3轟　　　　一〇。乳187　　　　－O晦工02ユ　　　　ーO。023愛

：3　　　　－O。O為35　　　　0。214ウ　　　　O．1為13　　　－O．032欝

鰹為

一〇。o毒6ウ

㈱o。（｝443

0。1258

項目＼方法
　　　　愈1

　1　　　　L563㌢
　2　　　　0．8888
　3　　　　0．8709

硬20

Lo轟79
0．呂雛55
1。1485

d．vノ

　魚2鑓

隻。O潟62
0。86ウ5
1。鴛82

喰3　　　　　　猿奏

1．6＄㌢駐　　　笈、o盆窪7

0．7費63　　　（），、8412

0の～》684　　　　i慶276｛L

項目＼方法
　　　　像1

　1　　　　－o、0651
　2　　　　0。oユ51
　3　　　　0。（）轟9愛

　　e．

　Q2U
o。0531

0誰340
－o．187i

qゴ

　　⑭2麗

o。oogo
o、1工75

－o．慧265

硬3　　　　　　　　駐為

一〇606為　　　　　O、O轟5㌢

o・030　　　0．0527
0・034　　　－o、o曾86

項目＼方法
　　　　騒1
　呈　　　　O、，63ウ4

　2　　　　1。1251
　3　　　　1謡482

　　f。rノ

亀2u　　　　　駿2鑓

O⑳撃54・3　　　　0恥夢206

1誼294　　　1．1501
0面8707　　　　0。89為3

⑲3　　　　　　喰塩

o。5撃包8　　　0．蓼7呂7
盆G2555》　　　皇劔皇888

ユ島03～7　　　　0。7837

σ，及び7のそれぞれにつき，表2の我～｛に示

す．

　今回の分析に用いたデータセットは，人工

的に作られたものではなく，実際の共通第1

次学力試験のデータであり，各パラメータの

填の値象は不明である、したがって，シュミレ

イション研究とは異なり，例えば表2に示され

る各推定値をその真の値と比較して，各方法

の優劣を論じることはできない．したがって，

ここでは5つの方法間の類似性というものを

手掛りとして各方法を比較してみることにし

た．即ち，

　　裂乞（L〉，β乞（L），i＝1，2，…，n，

　　笏（L），∂ゴ（L）撃（zゴ（L），乃（L），

　　1＝＝1，2，…ラt　L＝1，2，…，5

を，方法Lを用いて推定されたパラメータの値

とする時，方法Lと方法mとの非類似度を，例

えばα絢を用いた場合には，

　　　　　　　　　　ρ践ゐ麗＝　Σ（幽（z，〉一幽（駕〉）2／n　（4．亙）

　　　　　　づ凱1

で定義する．同様に，

　　　　　　　　　　∂！8加＝　Σ（βぎ（L）一β綱）2／％（4。2〉

　　　　　　」筥1

　　　　　　　ピ　　PU伽＝　　〔黒（％（Lr％醜））2／！（4．3）

　　　　　　　ノ篇1

　　　　　　　　ご　　∂γL窺＝　 〔Σ（創麺〉一鈎（鱒）2／診　（4．4〉

　　　　　　　舛1

　　　　　　　が　　PQ珈＝〔．Σ（吼（L）コ醜》）2／診（4．5）

　　　　　　　ノ翻1

　　　　　　　オ　　P㊧伽＝〔．Σ（鰐（L）一鰐（糀））2／舌（4．6）

　　　　　　　ノ＝玉

を定義し，それを基にして，各方法の他の4

つの方法との平均的非類似度を，

　　　　　ゆ
　　D畳L＝Σ丑獲L舵／4　　　　　（4．7〉
　　　　　窺＝1



独立に推定されたテスト項目パラメータの共通尺度上での等化法
一共通第1次学力試験の選択科目の差異の分析への適用一

　　　ゆ
DBL＝ΣDB伽／4
　　　卿二1

　　　ゑDUL士Σ1）U伽／4
　　　卿＝1

　　　　D『VL：＝ΣD’V耽／4
　　　卿瓢1

　　　　
DQL＝ΣDQ勧／4
　　　卿＝玉

　　　　Pノ～L＝ΣD野～Lフπ／4

　　　郷＝：1

（4．8）

（4．9〉

（4．10）

（4．！1）

（4．12）

と定義する、この値を各データセットごとに
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表3に示した。

　これを見て分かるように，どのパラメータ

で比較してみても，方法92uと⑦短は他の方

法との類似度が高く，砿は他の方法と比べて

異なる結果を出すことが多い、また⑰と鰯

は，データセットにより，その類似度が異なっ

ている、特に注目に値するのは昭和59年度社

会のデータセットにおけるQの解の異質性

で，これは殆ど全ての項目の幽の値が他の方

法の推定値よりも掛け離れて大きな値をとっ

たことに由来している．また，（4．1）～（4．6）
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表4　平均相関係数
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Oは各行の最大相関係数を示す。

巌は各行の最小相関係数を示す。

に対応する推定値間の相関係数の平均を

RA，RB，RU，RV，RQ，及びRRとして表

4に示すが，ここにも上述の結果とほぼ同じ傾

向が現れている．ただし，RU，RV，RQ，及

びRRに関しては，相関を計算するのに用いた

データの数陽が，各データセットごとに3，

3，3，6，及び14と極めて少ないことに注

意されたい、

　以上の結果から，どの方法が最も優れてい

るかの判断を下すことは早計ではあるが，限

られた解析例ではあるが，それらが他の方法

と異なる解を出す可能性が多いという意昧で

Q3及び砿の使用はあまり好ましいことでは

ないと言えるであろう．Q、と鰯に関しては，

その重みの取り方により，上記の結果からで

は推測しきれない特徴が現れることがあると

考えられるが，Q、の解は安定した，平均的な

ものであると言えるであろう．

5．共通尺度上でのテスト特性の比較

　第3節に示すいずれかの方法を用いて，全

受験者集団の能力の平均と分散を（O，1）

とした共通尺度上での項目パラメータの値，



独立に推定されたテスト項目パラメータの共通尺度上での等化法
一共通第1次学力試験の選択科目の差異の分析への適用一 261

及びそこへの各尺度の変換係数が推定された

ならば，その値を用いることにより各テスト

の特性を共通尺度上で表すことが可能とな

る、例えば，テストブの得点が，ここに含まれ

る賜個の項目の平均正答数として与えられる

場合，テスト特性曲線（TCC），

　　男（θ〉＝Σ．P（θ鴎）／物　　（5。1）

　　　　　獲ブ

が，その得点のθへの回帰曲線を表すが，これ

は，共通尺度上の能力θの者がテストブを受け

た時に得る得点の期待値である、したがって，

診個のTCCをあるθの値で比べることにより，

テストの難易度を比較することが可能とな

る、ただ各々のTCCは，θの非線形関数である

ため，比較のために用いるθの値により，その

大小関係は変わることになり，各テストの難

易度を一意に定めることはできない．（能力の

低いものにとってはテストブがテストプより

易しく，高いものにとってはその逆であると

いうことも起こりうる．）平均的なテストの雛

易度としては，例えば全受験者集団の平均能

力値θ＝0で，TCCを評価したもの，篶，（0）＝

1，2，…，診，を用いることも考えられる．

　また，各テストを受けた受験者集団の能力

の平均値は，（3ユ6）により共通尺度上では，

　　易＝佑　　　　　　　（5．2〉
また，分散は，

　　呂2＝乃2　　　　　　　（5．3）

となるが，この値を比較することにより各受

験者集団の平均的能力を比べることができ

る．・

　以下に上記の方法の共通第1次学力試験の

理科と社会の各科目の難易度の比較への適用

例を示す、ただ，ここで興味があるのは，2

科目の組み合わせで定義されるテストの難易

度ではなく，各科目の難易度であるため，

（5．！）に示すすTCCを直接に使うことはでき

ない．そこで，次の科目特性曲線とでも呼ぶ

べきものを定義し，

　　S飛（θ）＝ΣP（θiμぎ）／鞠　　（5．4）
　　　　　ぎ∈窺

　　ただし，卿は各科目を示し，窺窺は科目卿

　　に含まれる項目の数を，またぎ∈彫は科目

　　窺に含まれる項目に関する和を示す，

・この値を上述の議論のように，θ＝0で評価

したもの，S濠0），をもって科目窺の難易度

とする．S菰0）は平均的能力の受験者が科目

窺に含まれる鞠個の項目のうちの何パーセ
戸
ン
ト に正答する牟の期待値であるため，その

値が大きい程，その科目は易しいということ

になる．このように定義される科目難易度を，

昭和59年の理科と社会の各科目ごとに算出し

たものを表5－a，及び表6－aの第1行に示し

た、これは，いずれもQ酬を最小とする解の

値を用いて計算したものである、ここでは，

この値，及び（5．2）で定義される各テストごと

の受験者集団の学力の平均値を，清水（1983）
「
の
方
法 による結果と比較してみる、

　清水（1983）の方法は，基本的には，

　　ッ鰍　，窺＝1，2，…，躍，ただし麗は科目

　　　　　総数

　　　　　ノ＝1，2，・一ラ診ラ

　　　　　淘＝1，2，…，八弓・多

を個人ゐが，ノというテストを受けた時に取る

科目辮の得点とする時，その期待値に，

　　．E（夕鰍）＝概魏＋轟＋β　　（5．5）

という線形モデルを仮定するものであり，こ

のA窺で科目窺の難易度を，βアでテストブの受

験者集団の学力を定義する、

　ただ，翫ゴ為は全ての吻とブとの組み合紗せに

ついて観測されていないためく全てのkに関

して躍×診のデータのうち観測されているの

は2オ個のみである．），これを不完備ブロック

デザインとみなして，各要因の効果を推定し

なければならず，この値を直接（5．4）及び

（5．2）で定義されるIRTによる難易度，及び学
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表5　昭和59年度理科の各科目の比較

　　　　a．各科目の難易度

　　　　科目
方法

物 化 生 地

1RT

順位寧

．724 ．752 ．671 ．760

2 3 1 4
線形モデル

　順位庫

2．82 一
．

66 ．94 一6．20

1 3 2 4
＊最もむずかしい科目の順位が1

b．選択科目による学力のちがい

　選択
　科目方法

物
化

物
生

物
地

化
生

化
地

生
地

IRT

順位騨

．188 22 一
．

185 一
．

215 一
。

279

1 6 3 2 4 5
線形モデル

順位聯

4．88 一6．01 一3．78 一2．03 一一4．27 一6．44

1 5 3 2 4 6
＊＊最も学力が高い群の順位が1

表6　昭和59年度社会の各科目の比較

　　　　a．各科目の難易度

　　　　科目
方法 倫・社 政・経 日本史 世界史 地理A 地理B

IRT

順位潔

。73玉 ．605 。627 ．605 。662 、724

6 1．5 3 1．5 4 5
一4．78 7．10 一1．35 6．37 1．48 一2．73線形モデル

　順位率 6 1 4 2 3 5
＊最もむずかしい科目の順位が1

b．選択科目による学力のちがい

　　　　選択
　　　　科目
方法

倫
日

倫
世

倫
A

倫
B

政
B

政
世

政
A

政
日

日
世

日
A

日
B

世
B

世
A

一
．

123 ．025 ．120 一
．
0 72 一

。
223 ．258 一

．
165 ．401 ．176IRT

順位纏 9 5 11 8 10 4 7 13 2 12 6 1 3
1．88 一1．49 2．15 一

．
23 一2．71 4．87 一1．05 一i．05 6．99 4．31線形モデル

　順位糊 8 5 12 7 9 4 6 13 2 10．5 10．5 1 3
＊＊最も学力が高い群の順位が1



独立に推定されたテスト項目パラメータの共通尺度上での等化法
一共通第1次学力試験の選択科目の差異の分析への適用一

カの平均値と比較することはむずかしい、し

たがって，ここでは，以下のように直観的な

議論を進める、

　今，E（夕鰍）を砺と書き，それが全ての窺と

ブの組み合わせに関して与えられているとす

る、この場合，通常の制約条件を持っ効果は，

　　　　オ　　　　　　が　　が
　　∠4魏＝Σ砺／ピーΣΣ砺／脇　（5．6）
　　　　ノ＝1　　　　　郷＝1ブ＝1

及び，

　　　　が　　　　　　　　が　　オ
　　β＝Σ砺／厘一ΣΣ砺／ノ協（5．7）
　　　　魏：＝i　　　　　　窺＝1ブ＝1

である、ここで砺はテストノを受けた者が科

目郷でとる得点の期待値であるから，これは

iRTの立場では，各項目の配点を無視すれば，

　　砺＝S勉（易）×臨　　　　（5．8〉

として表現されるとしてみる．そうすると

（5．7）及び（5．4〉から，定数部分を除けば，

　　　　　が　　βン・＝ΣS挽（の×郷窺／躍

　　　　吻漏1

　　　　　が　　　．＝ΣΣP（易［μゼ）／乃ノ
　　　　魏＝1ゴ∈窺

　　　　　　　　　　＝ΣP（易1μピ）／乃ノ

　　　　仁1

となり，各ICCがθに関して単調増加関数であ

ることから，賜はあと単調増加関数にあるこ

とが言える、

　また，。4挽に関しては，卿伽〆畠）と郷鶴（の

の間での科目特性曲線の線形性を仮定する

と，定数部分を除けば，

　　　　　メ　　丑窺＝Σs窺（易）×郷窺／オ

　　　　ブ＝1

　　　　　　オ　ゆ　　　　＝s魏（Σ易／の×7％駝

　　　　　　ブ＝1

　　　　＝S飛（0）×砺　　　　（5．10）

となる．したがっ．て，各テストの満点が同じ

になるように基準化してあれば，濃糀とS菰0〉

との間には，線形の関係が存在することにな

263

る．

　この方法を，昭和59年度の理科と社会の

データに適応したものを表5－a，b及び表

6－a，bの第3行に示す．この値は，清水（内

部資料）を拝借した．ただし，！％の値（表5－a

と表6－aの第3行）は慣例により，その符号

が逆になっていることに注意されたい．

　上記の期待値に関する直観的議論から，之

れらの値は各表の第1行に示すIRTによる値

珊
　
昭
　
踊
2
価
　
“
　
齢
　
昭
　
瞬

一5　－4　－3　－2　－1●0　1　2　3　喚　5

　　図尋　昭和59年度理科の科目特性曲線
　　　（図中横軸の矢印はゑの範囲を示す．）

理
学
学
物

物
化
地
生

〆
て
へ

ユ．0

0．9

0．8

0。

　　　　　　　　　．5

　　　　　　　　　0．4

　　　　　　　　　0．3

　　　　　　　　　0．2
政・経→

倫・社．、　　　　　　　　　　　　　　　o．1
地理．A、
世罪史フ
地理．B／1

日鞍一5－4－3－2　－1。0　1　2　3

　　図ぞ　昭和59年度社会の科目特性曲線
　　　（図中横軸の矢印は葛の範囲を示す．）

4　　　5
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と単調関係にあることが予想されるが，表の

第2行と4行に示した順位はかなりの一致度

を示していると言えよう．これは，図6と図7

に示すように科目特性曲線が，局所的にかな

り線形であることに由来しているものと思わ

れる．

修．考 ・察

　第2節に示した4っの最小2乗基準は，3

パラメータモデルが2パラメータモデルかに

より，また，その重みの取り方によりいろい

ろな形をとる、

　重みの選択に関しては，一般的には自由で

あるが，鋤としては例えば八弓・に比例するもの

を取ることが考えられる、D、の既に関して

は梅が最尤推定値である場合には，その漸近

分散共分散行列が項目パラメータの情報行列

1（勘ゴ〉，の逆行列として推定できるため，それ

を用いることが考えられ，この場合，Qiを最

小にする解は，

　　轟ゴ～N（鋤，隅ゴ）　　　　　　（6．1）

を仮定した時の最尤解となる、また翫7を対

角行列とするとも考えられるが，特に隅7の

（2，2）要素を1とし，それ以外を全てゼ

ロと置けば，Qiは，島の第2項，

　　オ
　　Σ鋤Σ〔姦ゴー（％十鶏β乞）〕2　　　（6、2）
　　ブ瓢1　獲ノ

となり，これは（欠測値を含む）因子分析モ

デルと合致する．

　また，2パラメータモデルの場合，第4節

に示したように重みを取ると，

　　　　ず　　Q1＝ΣΣ〔（硯ブー甜乞ゴ）2

　　　　ノニ1獲ブ

　　　　＋（ゐゼβガブ）2〕　　　（6．3）

　　　　ず　　Q3＝ΣΣ〔（θゼαぎゴ）2
　　　　戸1乞∈ノ

　　　　十（砺あゴー砺βガゴ）2〕　　　（6。4）

　　メQ農＝Σ瓢〔（！／αゼ1／幽プ）2
　　ノ掌1獲ノ

　　＋（みゼβゴプ）2〕　　　（6．5）

となり，その関係がより明確になる．すなわ

ち，QiとQ3の差異はその第2項のみパラメー

タを含む部分であり，Q1とQとはその第1項

における鷹パラメータを含む部分において異

なっている．芝（1982，私信〉は，データと

モデルのズレを項目パラメータ間の差の2乗

和で定義する場合，δパラメ～タのズレとみパ

ラメータのズレとを（6．3）のように同等に取

り扱うことに関して疑問を呈しているが，

（6．4）の第2項に現れる偽を砺で置き換えた

もの，

　　　　　ガ　　Q3ブ＝：壌Σ．〔（傷ゴー幽ブ）2

　　　　ノ篇1♂∈ノ

　　　　＋碕ゴ（ゐゼβゼゴ）2〕　　　（6．6）

を考えると，これは島において，眠7の（1、1）

要素を1に，その（2．2）要素を砺に，そして他

の全てを0と置いたものとなり，識別力の高

い項目における困難度パラメータの差異を重

視するという納得のいくものになる．轟ゴの漸

近分散共分散行列が与えられていない場合，

上記のようにQ、の重みを取ることも考えら

れよう．

　最後に，D2ノのwぎゴ（のに関しては，やはり鞠

が最尤推定値である場合は，それを用いてP

（θ日勘プ）のテイラー展開による1次近似の

分散，

　　4ブ∠〔1（卿〕一14ガ　　　　（6．7）

　　ただし，

　　轟一〔∂P紘、鯉〕μむ＝勘、

を求め，その逆数に比例するものを用いるこ

とも考えられる〔Linn，Levine，Hastings＆

WardrOP（1980）〕．

　また，Stocking＆Lord（1983〉のように，
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TCCを用いた，

　　畝一、≦、働／茸〔、馨、で（副細

　　　　一ΣP（θ隔プ）〕2ガ（θ〉づθ　（6．8〉

　　　　　乞∈ノ

という基準も考えられるが，この場合幽の値

を一意に定めることはでさない、これは，，

TCCを与えた時にその成分であ観CCが一意

に定められないことに由来している、

　本論文で提起された方法の特徴のひ≧っは

等化を共通尺度から各尺度への変換係数の推

定として捉えることであるが，テスト対の等

化係数はその値を用いて，

　・4ゴ（為）＝∂為／∂ゴマ乃／残

　βノ（為）＝％ゼ砂幽／∂ゴ

　　　　±（σゴー卯／残

として与えられる．

（6．6）

（6．7）

　最後に，方法の優劣に関しては，Stocking

＆Lord（1983）やHambleton＆Swaminath－

an（1985）が推す，IRTの基礎となるICCのズ

レを最小とする，c：haracteristic　curve

me出odとしぞのQ2が推奨されるが，最尤解

としてのQ、も興味深い．今後の検討の課題で

ある、
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付録1最適化の方法

　第3節に述べたように，各軌の幽＝（幽，βざ，

艶），ぎ＝ユ，2，…，％3及び（鋤．㊨，ブ＝1，2，…，オ，に

関する最小イヒは，ALSの観点から，（1〉全ての

（勧，∂ゴ〉が与えられた時の，『砿のμぎに関する最

小化，及び，（2）全ての幽が与えられた時の，軌

の（鶴，∂ゴ）に関する最小化，を交互に繰り返し

て行うことにする．また，（1〉の場合，自軌があ

る特定の項目iに関して，
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　　Q盈＝Σ勧D島（勘ゴ，幽ゴ）＋const．　（Aユ〉

　　　　ゴ3歪

　　　ただし，const．は盈を含まない，

という形に書けることから，各μぎは独立に更

新することができる．同様に，（2）の場合，あ

る特定のテストブに関して，

　　（ゐ＝勧ΣP鼠勘プ，幽ゴ）十const．　（A。2）

　　　　　控ブ

　　　ただし，const．は（笏，∂ゴ）を含まない，

と書けるため，各（％．防〉も独立に更新するこ

とができる．したがって実際の数値計算にお

いては，たかだか3変数関数の最小化を取り

扱えばよいことになる、

　以下に各軌に関する最小化のアルゴリズ

ムを記す．

魁　⑦のμゼに関する偏微分は，

譲一一2ブ馨ズ〔（砺　／防隔）

　　　　　＋蝋β）晦αの＋婦γ）晦αの遮紛

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．3）

　　鐘一一2Σ〔（6ピプ鵬吻βゴ〉卿ゴ〆δδ）

　　aβゴ　　ノ∋づ

　　　　十亀ブ（鍵）撹悔（αδ）十6が（γ〉z鈎，（δc）〕卿∫zな

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．4）

器一一2ブ馨」〔（6　職の

　　　　　十砺（翻）卿畝αc）十砺（β）働，（δc）〕鋤

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5）

　ただし，晦（鋤は隅ヅ1の（ヵ，σ〉要素，ヵ＝

　　β，み，6，g＝σ，み，6，を表し，ま

　た，

　砺（α〉＝（砺一幽／∂，）

　砺（β）＝（砺一笏一防βゴ〉

　6ピゴ（γ）：＝（6ピゴーγ∫）

　である，

となる．したがって，Q、のμガに関する最小値

は，（A。3）～（A．5）を同時にゼロとするμゴに関

する線形の正規方程式の解によって与えられ

るが，ここでは，（A。3）～（A．5）が，各パラメー

タごとに解析的に解けることを利用し，（β乞，

齢）が与えられた時の⑰の幽に関する条件付

き最小化，（幽，γ多）が与えられた時のQ1のβゴに

関する条件付き最小化，及び（幽，β∂が与えら

れた時のQ、のγ～に関する条件付き最小化を

繰り返すことにする．これはALSに各ステッ

プにおける最小化を，またALSにより行うこ

とに相当するが，第3節に述べたALSの収束

性に関する議論を再度適用することにより，

その収束を保証することができる．したがっ

て，幽，凧，及びγガの更新式，

幽（地躍）＝〔Σ（a幽ブ（αα）＋eゴゴ（β）鶴∫（αδ）

　　　　ブ∋ぎ

十eぎゴ（γ）wゴプ（αc）〕ωゴ／∂ゴ〕／（Σ勧ゴ（αα）曜∂ゴ2）　（A．6）

　　　　　　　　ノ∋ガ

βゴ（晦＆ク）＝｛Σ〔（みゼ笏）陶（δδ）十6ガゴ（α）勧訳αδ）

　　　　βゴ

＋6どゴ（γ）勧漁。）〕鵬／／（Σ勧燗鵬2）

　　　　　　　ノ∋」
　　　　　　　　　　（A．7）

艶（地劾＝〔Σ（傷勧プ（cc）十砺（α）鶴ゴ（αの

　　　　ノ∋ど

十砺（β）陶（δc〉〕勧／（．Σ鞠（cc）鋤）

　　　　　　　ノ∋♂
　　　　　　　　　　（A．8）

を得る．ただし，砺（α）等の計算は常に最新の

パラメータの更新値を用いて計算をすること

にする．すなわち，（A、6〉から（A。7）へ移る時

には，（A。6）で得られた幽（N醐の値を用いて

（A．7）に現れる6ゴ〆鍵）を計算することになる、

　次に，Q、の（笏．㊨に関する最小化は，Q、の

御こ関する偏微分をゼロと置くことにより，

　　％＝ん一β1・防一Cン／∂プ　　　　　　（A．9〉

　　ただし，
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　　／隻∫＝〔Σ（姦ゴ卿ゴゴ（δδ）十6ぎゴ（γ）zθが（δ。）

　　　　　ど∈ブ

　　　　十砺鋤ゴ（αδ））〕／（婁働漁δ））

　　　　　　　　　　　2∈ノ

　　βフ・＝（』Σβゴzθが（δδ））／（Σz《7畝δδ））

　　　　　庭ノ　　　　　　ズ∈ブ

　　cン＝（Σ磯卿ゴゴ（αδ））／（Σ名《ノ乞ゴ（δδ））

　　　　　犯ブ　　　　　　　ズ∈ノ

を得るため，これを9、に代入することによ

り，⑰を鋳のみの関数として書くことができ

る、したがって，

　　盤一加防3＋酬防2＋鰍D、防
　　∂拶ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．10）

　　ただし，

　　易二一黒（鶴2娠α、）＋G2晦δδ）
　　　　　z∈ブ

　　　　ー2（泌晦αδ））

　　易＝1Σ．｛砺磯卿ガ（劒

　　　　2∈ノ

　　　　ーcン（砺一4）ωが（わδ〉

　　　　一〔砺G一磯（ゐゴ六ん）〕卿ガ（αδ）

　　　　十6乞ゴ（γ）幽卿ぎゴ（αc）

　　　　一cン6富（γ）卿ゴゴ（δc）｝

　　Do＝壌〔（砺一ん）（β1・一βオ）ω乞ゴ（わδ）

　　　　2∈…ノ

　　　　十磯ゴ（βンー洛）鶴プ（αδ）

　　　　十（β1・一β乞）8ゴゴ（γ〉幽卿蝋わc）〕

　　D玉＝1Σ．（βフ・一β♂）2働漁δ）

　　　　2‘∈ノ

及び，

馨一一3易／暗2易／防3＋a

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．11）

を用いて1変数の最小化を行えばよいことに

なる、ニュートン・ラフソン法を用いれば，

ステップサイズをs，（A．10）を4，（A．1！）をh
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と置けば，

　　防（ノvε～”）＝zノゴ（o爾一s（4／h），　0＜s≦！

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．12）

という更新式を得るが，ステップサイズ，s，

としては，拶N醐及びそれを用いて（A．9〉を評

価した，

　　％ゴ（地ω）＝ノ隻ゴーβ・∂ゴ（地aウ）一G／∂ゴ（地ω）

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．13）

でQ1を評価した時に，その値が前回の繰り返

しより小さくなるようなものを選べばよい、

なお，ALSによるQ、の最小化という観点から

は，（A．10）を完全にゼロとするような∂ゴを求

める必要はなく，単に各繰り返しでQ、の値が

減少するように防を更新するだけで充分であ

る、

　なお，幽の初期値としては例えば，後述する

⑦の更新式の一部，（A．32）～（A．34）を用いれ

ばよい．

魎　Q21の（笏，砂が与えられた時のμどに関する

最小化は，正規方程式がQ1の場合のように簡

単にならないため，

　　∂P（・＋蜴盈一1．7（易ブづ、）Q（θ、ゴ1μ、）×．

　　　　　∂幽

　　〔p（θ乙，1μゴ）＿％〕／（1一勉）　　（Aユ4）

　　∂P（・＋箔θ角L1．7凌、Q（易ゴ1μ、）×

　　　　　aβ乞

　　〔P（θ乙ゴ1角）…γ乞〕／（1一鍛）、　（Aユ5）

　　∂P（・＋鴬脳）一Q（易ゴ1μ、〉／（1唱）

　　　　　∂％
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．16）

　ただし，砺＝・吼十乃易　　　　　　（A．17）

　　　　　Q（易ゴ隔）＝1－P（θ乙ゴ1μゴ）

を用いて，3変数のガウス・ニュートン法に

より行う、この場合，角の更新式は（A．14〉

～（A．16）をそれぞれ，ε蝋α），s乞ゴ醐，s蝋c）と書

けば，

　　μ乞（N醐＝：μぎ（o励一s瓦・一1ρ乞，0＜ε≦1
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　　　（A．18〉　　魁
　ただし，，

　　幽ご（畠（ク）），！〉＝σ，み勢6多　（A．19）

　　　　　　　　　　島（ρ）＝ブ馨ズ1峯1瞬）晦（の×

　　　　　〔P（θ乙ゴ隔）一P（θ乙隔ゴ〉〕

　及び，

　　ノ義・＝（hゴ（ρ9）），カ＝召雪み，6多　（7＝¢多ゐ雪6参

　　　　　　　　　hぎ（ρの＝ΣΣsゴブ乙（ρ）sぎプ乙（g）働ゴ（θ乙）　（A．20）

　　　　　βJl鷲1

となり，ニステップサイズ，s，はQ21をμ野醐で

評価したものが前回の値を上まわらないよう

に選ぶものとする．なお，角の初期値としては

例えば，後述する⑦の（A．32）～（A、34）を用い

ればよい．

　Q〆の（αゴ，η）に関する最小化は，同様に，

　　∂P（’も窃礁）一Pン（θ乙ゴ厩）（へ21）

　　塑塑＝P（易，1μ、ン蜴プ
　　　　　∂乃
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．22）

　　ただし，

ρ（砺1角）一L7解読．，嶽誰瀞∂〕

を用いて2変数のガウス・ニュートン法によ

り行瓦この場合，動＝（佑，乃γと書き，（A。21）

と（A22）をそれぞれ轍）・s綱嗜けば幽

の更新式は，

　　動（忍鋤＝噺（o爾一ε漏・一協，o＜ε≦！

　　　　　　　　　　　　　　　．（A．23〉

ただし，

　　翻（9ゴ（声）），P＝u，・v

　　　　　　　　　島（均）＝ΣΣsどゴ乙（ク）勧ゴ（易）〔E（剣μざ）

　　　　　ガ∈ガ＝1

　　　　　＿p（θ日勘ブ）〕　1　　　（A．24〉

　　罵；（hゴ（鋤），カ＝駕，拶，9＝％，の

　　　　　　　　　hl（ρの＝ΣΣsぎゴ乙（鋤εピゴ乙（卸〉瓢り（θ乙）　（A．25）

　　　　　ズ∈ガ讐玉

となる．

　Q3は（3．16）を用いることにより，

　　　　　ピ
　　Q3＝Σ勧Σ（aゴゴーα必）2
　　　　ブq　　庭ノ

　　　　　　オ
　　　　＋Σ勧Σ〔鞠＋α編一βぷ
　　　　　ブ司　　ゴ匂
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．26〉

となり，全てのパラメータに関して線形とな

る．ここで，第1項には幽と乃のみが，第2項

にはgゴと幽βゴが入っていることを考慮すれ

ば，線形の回帰分析の理論より，それぞれの

条件付きの更新式は，

　　幽（κ醐＝（峯砺乃勧）／（Σ乃2鶴）（A．27）

　　　　　　ノ∈ぎ　　　　　ブ∈」

　　乃（地紛＝（Σ．㊨幽）／（譲幽2）　　（A．28）

　　　　　　葛（…コ　　　　　　〆∈ノ

　　β乞（駕鋤＝〔壌（虜轟ゴ十翻ゴ吼）鶴〕／（Σ勧）

　　　　　　ノ∋ゴ　　　　　　　　　ノ∋♂
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．29）

　　免（駕鋤＝一一〔Σ．（砺みゼ幽β♂）幽〕／（罵躍ゴ2）

　　　　　　妊ノ　　　　　　　　　　／だ多
　　　　　　　　　　　　　　　（A、30）

となる．Q、の場合と同様に，右辺の評価は最

も新しいパラメータの更新値を用いて行うも

のとする．

魎　Q4は，　！／磯をパラメータと見れば，

　　　　　オ
　　Q4コΣ鋤Σ〔（！／傷ゴー笏／幽〉2
　　　　ブ＝1　ゴ，∈ブ

　　　＋（ゐゴブー毎吻βぎ）2＋（6ゴドγど〉2／

　　　　　　　　　　　　　　　　（A。31）

となり，全てのパラメータに関して線形とな

る．したがって，その更新式は（1／砺，6の

の，（勧，のまたは（1／傷，βざ）への線形回帰と

いう観点から

　　磯（1vεzのよ（Σ勿2卿ゴ）／（Σ勿％アゴ／幽∫）

　　　　　　ブ∋づ　　　　ノ動
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．32）
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β歪〈彪紛＝〔2．働（鰍％〉〕／（壌．蜘ゴ）1

　　　　　ノ∋2　　　　　　1．　　．．、フ∋2
　　　　　　　　　　　　　　　　（A．33）

勉（ル鋤＝（1Σ．傷助〉／（．Σ．鶴）

　　　　　ノ∋2　　　　　　　ノ∋z

（A．34〉

％ゴ（吻＝｛馨．〔（1／磯）2＋β乞2〕

　　　　　ノ∈z

．一壌．〔（1．／砺）（1／幽）

　z∈ノ

十砺βぎ）｝（Σ砺）／鵡

　　　　　ズ∈…ノ

（A。35）

zな（碗2”〉＝｛％ゴΣ〔（1／ごz乞ゴ）（1／αゴ）

　　　　　　♂∈ブ

十姦恩〕一（1Σ砺）（Σ演）｝／鵡
　　　　　2∈ノ　　　ぢ∈…ノ
　　　　　　　　　　　（Al36〉

ただし，

鵡＝％ゴΣ〔（1／傷）2＋βゴ2ト（Σ嬢）2
　　　ズ∈ヴ　　　　　　　　　　　　　　1∈ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　（A．37〉

で得られる．
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Shin-ichi Mayekawa*, Norio Suzuki** (1988) Simul-

taneous Equating of Several Sets of Separately Cali-

brated Item Parameters. 

Res. Bull. Nat. Cent. Univ. Ent. E~m. No. 17, 249-271 

Given several sets of separately calibrated item parameters, methods to 

place all the itern parameters simultaneously on a cornrnon ability scale were 

develo ped. 

Denoting the estimate of the item parameter by 

xij=(aij, bij, cij) , i=1,2,･･･,n, iej. 

j=1,2,･･･.t. 

the first method finds the values of item parameters on the common scale 

lLi= (ai, fii, yi) , i=1,2,･･･.n. 

and the transformation coefficients frorn the comrnon scale to the individual test 

scal e 

(uj, vj) , j=1,2,･･･,t, 

by minimizing 

Ql =jLlwji~ej(~xij-lLij ' 
) W,. (_xij-LLij) 

where ~Lij= (afij, pij, yij) , 

aij=ailvj, pij=uj+vjpi, yi, y 

with respect to ~Li and ~uj , vj) . 

The second method minirnizes 

Q2 = ~ ~j~ ~; wij(el) CP(el I xij)-P(el I ~Lij))2 " 

j= I i e jl = I -
where P(e I x) is the item characteristic curve of the item with the parameter x , 

with respect to ~Li and ~uj , vj) . 

The weight denoted by wj and Wij-1 rwst be chosen so that they reflect the 

precision of the estimate, Lij , whereas wij ( el) reflects the distribution of the 

ability in the j-th test group. 

Two additional methods, which also minimize similar least squares criterions 

' Scholastic Aptitude Section. Research Divisron. The National Center for University 

Entrance Eramination 
" Information Processing Section, Research Division, The Natronal Center for Unwerszty 

Entrance Enamination 
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with respect to the item pararneters on the common scale and the transforrna-

tion coefficients, were proposed and compared. 

Key words 

IRT Equating 

It.em Response Theory (IRT) 

Test Equating 
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